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i. Introduccién.
4.1 La nocién de tipo en programacién.

Ei desarrollo del concepto de tipo adquiere motivaciones =nh
dominios mAs amplios que el de los lenguajes de programacidn, e
general relacionados con teorias formales Cej.: teortia de
conjuntos) y se liga al de la clasificacién de los ocbjetos de un
cierto universo en términos de los propésitos para los cuales
ellos son usados (CarWeg 865).

En particular en el calculeo A todos los objetos son, én
principio, representados por una clase de objetos sintacticos
(expresionesd interpretados uniformemente come funciones. La
‘nocién de tipo aparece a raiz de la especializacién de ciertas
expresiones como representaciones ' de funciones especificas.

Con este enfoque, las aplicaciones sélo podr an ser
interpretadas cuando el operando denote un objeto del dominio de
1a funcidén representada por el operador. 81 esta restriccidn no es
impuesta en las reglas de formacién de expresiones, entonces el
lenguaje admitira expresiones sintacticamente validas sin
significado.

Las expresiones construidas sin respetar = una semantica
preestablecida son 1lamadas en programaciédn programas erroneos.
Los aspectos de seguridad en programacién tienen que ver: con los
fmecanismos en base a los cuales puede detectarse Yy evitarse la
~onstriccién de programas erroneocs.

Desde este punto de vista. el desarrollo del concepto de tipo
en los lenguajes de programacion tiene por objeto la definicion de
lenguajes en los cuales pueda imponerse que cada programa bien
expresade deba satisfacer .una clerta especiflcaclén. En un
lenguaje con tipos cada expresién bien formada satisface una
cierta especificacién Ceventual mente incompletad que es llamada su
tipo.

El concepto de tipo es ftambien gti1l  como  herramenta de

disefio. Los programas pueden ser interpretados COMme
transformaciones entre objetos con propiedades conocidas. Las
propiedades de los objetos vy las transformaciones, Una VeZ
especificadas, deben  ser representadas an el lenguaje de

programacién. Las primitivas del lenguaje definen un nivel de
especificaciones para las cuales la construccion es trivial. Fara
problemas arbitrariamente complejos es util considerar nivelec de
descripaion en los cdales clertas especl!lcallonel
convenientemente sscogidas son usadas como primitivas. Cada unz de
=llas se representa separadamente en forma analoga hasta alcaniar
el nivel de las primitivas del lenguaje de programaclon.

La anterior estrategia s la base de laz técnicas de
particidén y refinamiento en programacién  y puede explicarse <n
tLérminos de tipos: en un lenguaje dado, los tipoes primitlvos
definen una clase de objetos con pr opledades precisamente
especificadas Yy representacion  inmediata. La posibiiidad de
definir tipos adecuados para construir descripciones abstractas de
problemas y desarrollar las representaciones de estos tipos en
forma modular constituye otra linea de interés en =]l desarrolla de
los lenguajes de programacion, asociada a los conceptos de tipo
abstracto de datos, encapsulamiento y modularizaci on.
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1.2 Sistemas de tipos.

Los sistemas de tipos son los mecanismos que formalizan la
introduccién  del concepto de tipo en los lenguajes de
programacién. Los tipos de las expresiones pueden estar Yya
presentes cuando se define la sintaxis y la semantica de éstas, o
bien pueden introducirse a posteriori, sobre un lenguaje
originalmente definido sin tipos. Este ultimo es el enfoque

seguido en este trabajo.

Un sistema de tipos define un conjunto de expresiones como
tipos vAlidos y reglas de asoclacién de tipos a expresiones del
.lenguaje. Aquellas expresiones a las que el sistema no asigna tipo
son, de hecho, excluidas del lenguaje. El objetivo de seguridad
comentade antes puede ahora ser formulado como un requerimiento
para el sistema de lipos (NorPet 83): serdan exclutdas del lenguaje
exactamente aguellas expresiones en las cuales una operacidn sea
usada fuera de su dominto.

La tradicion predominante en los lenguajes de programacién
impone también la restriccién de que la verificaclén de tipos de
las expresiones sea realizada en tiempo de compilacién, por lo
cual la relacidn entre expresiones y tipos:

a-tiene. tipo 4

debe ser decidible. Este ultimo requisito excluye los sistemas en
‘los que los tipos representan especificaciones completas de
programas, como los desarrollados a partir de m-Lof €2, como &n
(NorPet 83). '

Como consecuencia, ‘en la generalidad de los lenguajes de
programacién los tipos denotan propiedades parciales de las
expresiones. Mas aun, €l requisito de seguridad sobre las

expresicnes con Lipo solo se satisface parcialmente: son
permitidas ciertas expresiones que, al ser evaluadas, resultan en
la aplicacién de operaciones fuera de su dominio Cej.: division

por cerd, cabeza o resto de la lista vacia)d). Estos casos son
resueltos adaptando la semantica del lenguaje de modo que les sean
asignados valores de error especiales. En general, la robustez de
un sistema de tipos Liene que ver con la clase de restricciones
que es impuesta a las expresiones para garantizar su  buen
comportamiento.

La nocién de robustez es la versién informal del concepto de
consistencla del sistema de tipos como sistema formal en relacion
a un nodelo de comportamiento de las expresiones determinado por
la semantica del lenguaje. Simétrico al de consistencia, existe el
concepto de completitud, que podria expresarse por el requisito:
todas aquellas expresiones con sentido deben ser aceptadas por &l

 sistema de tipos. Informalmente, esta propiedad es manejada como

la flexibilidad del sistema de tipos.

Obviamente el extremo de flexibilidad es ocupade por los
lenguajes sin tipos C(LISP, Scheme entre los funcionales). Opuestos
a ellos son los lenguajes en que los tipos se introducen ya al
definir la sintaxis y la semantica de las expresiones de modo de
asegurar que cada una de ellas recibe un Unico tipo. En estos
casos sélo se asigna semantica a las expresiones con tipo, de modo
que el sistema es robusto por definicién. El caso caracteriza a
los sistemas monomdrficos. En estos sistemas son expresiones
diferentes (y deben ser definidas por separado) la que toma la
cabeza de una lista de enteros y la que aplica idéntica
transformacién a una--lista de boocleanos. El caso es comun en los
lenguajes imperatives Cej.: Pascal) donde esta decisién de disefio
puede aprovecharse para optimizar el ~cédigo generado en la
compilacién, pero sus desventajas en flexibilidad ya comienzan a
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pesar cuando esos lenguajes son usados en la practica y son
definitivamente inaceptables para lenguajes funcionales cuyas
mejores propiedades provienen de las facilidades que proveen para
construir médulos de aplicaciédn general. Frente a este panorama,
la practica comprueba la utilidad de la nocion de tipo desde el
punto de vista de la seguridad de la programacién y Justifica el
itnterés por definir un compromiso aceptable entre los extremos
arriba mencionados.

La alternativa a la rigidez de los sistemas monomorficos
reside precisamente en un enfoque en que la semantica de las
expresiones sea definida sin utilizar el concepto de tipo. De este
modo, operadores genéricos (como “cabezz de lista") pueden ser
definidos sin restricciones. Luego se da un sistema de reglas que

.asigna tipos a las expresiones del lenguaje segin su forma, y en
el cual distintas ocurrencias de un operador genérico pueden
recibir distintos tipos segun cédmo sean utllizadas. Este enfoque
caracteriza a los sistemas polimdrficos.

Vinculada a la nocién de polimorfismo esta la de inferencia
de tipos. Come se ha dicho, la asignacidn de tipos a expresiones
pueden darse por reglas que siguen la estructura de las ultimas,
por lo cual la decisién del tipo de unz expreslién puede hacerse
sin necesidad de declaraciones redundantes como en los lenguajes
convencionales. El wuso obligatorio de las declaraciones es
incémodo, sobre todo cuande no representan una herramienta de
estructuracién sino apenas un requisito formal.

Por Ultimo, la utilizacién de la idea de tipo como mecanismo
abstracto de disefio puede incorporarse en los lenguajes de
programacién en la forma de definicicones de tipos, usualmente
llamados tipos abstractos. Definir un tipo abstracto implica
definir una clase de expresiones cuyas propiedades deben ser
especificadas como los resultados de un cierto conjunto de
operacicnes asociadas al tipo. Tales resultados se definen en

térnminos de expresiones de otros tipos predefinidos. Por
lo anterior, las definiciones de tipos abstractos deben proveer
medios para especificar el conjunto de operaciones asociadas.

1.3 Estructura del trabajo.

En (Miulner 7@ Yy [Holm 631 se def'inen sistenas de tipos
polimérficos para un lenguaj)e funcional minimo.

‘El proposito de este trabajo es proveer una definicidn
analoga para un lenguaje funcional extendido. Las extensiones
propuestas son: :

14 Afiadir como constructores de tipos los operadores de
producteo cartesiano, wnidn disjunta y el. tipo de un
elemento (715, .

b Introducir definiciones de tipos abstraclos.
» Introducir definiciones de constantes globales.

Para los dos primeros puntos se siguen las sugerencias de
(Holm @s1.

Para cumplir el propésite mencionado, debe definirse un
lenguaje funcional con las referidas construcciones. En el
capitule &, acompafiadas de comentarios informales, aparecen la
sintaxis y la semantica del lenguaje, presenténdose asimismo el
formalismo utilizado para la especificacidn, que es del estilo de
la semantica natural kahn 7).

El capitulo 3 presenta el sistema de tipos en el mismo
"ormalismo. Finalmente, el capitulo 4 contlene conclusiones vy
comentarios sobre desarrollos complementarios.
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2. Especificacidén del lenguaje.
2.1 Sintaxis y descripcién informal.

Se considera un lenguaje funcional con dos  clases de
expresiones: términos evaluables y definiciones. Los términos
. evaluables son basicamente los términos del calculo A equipado con
constantes primitivas 'y definiciones de constantes locales. La
siguiente es su sintaxis:

[ Terminos Evaluables)
t € E-TERM sii
t 1:= % H [Variablel
< H [Constantel
Ax.d & [Abstraccion Funcionall
cad e [Aplicacion]
true | false | { Booleanos)
num n i { Numeros]
' w H [ Nulol
+de =de.:
s de ! sde [Aritméticas]
mde [ Igualdad]
and d e | : )
orde : not d ! ) [Ldgicas)
pair d e | ’ :
fst ¢ § snd d (de Pares])
inl € ¢ inr d
case d x.e y. f i [dé Uniones Disjuntas)
if de f 1 [ Condictionall
local ¢ ¢ in d ! [Def. de constante locall
abs(?) a | rep(?D d [de Tipos Abstractos])
donde

x,y = VAR (variablesd
(= e CINST Cconstantes)
n e 1,8,...

" d,e € E-TERM (terminos evaluables)
T e TYFE-CNST Cconstantes de tiposd
VAR, CNST, TYPE-CNST disjuntos ’

[ ]

En el lenguasje se distinguen las constantes de las variables:
las primeras son introducidas por definicicres y las segundas son
las variables ligadas en las abstracciones funcicnales. Esto se
expresa en la existencia de los conjuntos disjuntos VAR y CNST.

Las primeras cuatro formas corresponden a los términos del
calculo A con constantes. Luego hay constantes primitivas: los
bool eanos, numeros, el elemento nulo Cunico de un tipo 1> y los
operadores aritméticos, relacionales y légicos. Luego se incluyen
los operadores asoclados a los pares ordenados Cconstructor pair y
selectores-fst y snd) y uniones disjuntas (constructeres inl y inr
y discriminador case). Hay, naturalmente, un condicional. La
construceiédn local corresponde a la definicién de constantes
locales y abs y rep estan relacionados con la manipulaciédn. de
elementos de tipos abstractos como se explicard més adelante.

Las expresicnes del lenguaje se completan considerando las

definiciones: hay definiciones de constantes globales y de tipos
abstractos, con las formas:
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[Definicion de constonte glodall
cdef €« CNST-DEF sii

cdef ::= define ¢ d
donde ¢ € cmsj. d € E-TERH
a2

[Definicion de tipo abstracto]
tdef e TYPE-DEF sii

tdef ::= abstype T (Xlistd = Tterm with cdeflist

donde T e TYPE-CNST, Xlist € TYPE-VAR=,
Tterm € TYPE-TERM, cdeflist € CHNEST-DEF=

Las definiciones de constantes globales introducen constantes
asocliadas a términos evaluables. Informalmente, Una constante es
un nombre para un término evaluable complejo.

El lenguaje tiene tambirén un lenguaje de tipos. segun se
define en la siguiente sintaxis: '

[Términos de Tipos]
T « TYPE-TERM sii

Tterm ::= t : [Variable de tipol
1 ¢ [Tipo de un elementol
bool : [ Booleanol
number: H [ Numeros]
A — B ' { Funciones]
A x B H [ Pares}
AU¢E ! (Uniones Disjuntas])
T CTtermlistd) [Tipo adstracto]

donde t = TYPE-YAR, 4, B € TYPE-TERM
T ¢ TYPE-CINST, Ttermlist « TYPE-TERM=

Las definiciones de tipos abstractos introducen constantes de
tipos asociadas a términos del lenguaje de tipos. como eén el
siguiente ejemplo, que corresponde a la definicién del tipo lista
de objetos genéricos: ) :

abstype list (X0 = 1 U (X » 1istCXdD
with (...1

La definicion especifica basicamente la representacion del
tipo abstracto introducido en términos de tipos predefinidos. Lo
primero es el nombre del nuevo tipo Cuna constante de tipod. Luego
sigue la lista de variables de tipo de las que depende la
definicidn. Las variables de tipo denotan, obviamente, tipos
genéricos. A la derecha de =, un término de tipo describe la
representacién del tipo definido. '

Lo que sigue a with es una lista de definiciones de constantes
globales que representarén las operaciones asociadas ‘al tipo
abstractilo. Para dar las definiciones de estas operaciones se usa un
mecanismo similar al usado en ML (counr 851 y sugerido también en
{Holm 883

Cada constante de tipo T introducida por una definicion de
Lipo abstracto tiene” asociadas dos constantes primtivas absC(T) y
rep(TY) que pueden evaluarse cuando son aplicados a un término
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evaluable, Cver sintaxis de los terminos evaluables).
Informal mente: absCTD aplicado a un término evaluable que tiene
por tipo & la representacidn de T da como resultado el objeto de
tipo 7 representado por ese término evaluable. Simétricamente,
rep(7) aplicado 2 un objeto de tipo T da como resultado un objeto
cuyo tipe es el de la representacién de T. De acuerdo a lo
sugerido por esta definicién, abs(Td sera llamado el constructor
del tipe abstracte T y repCTd su destructor.

Usando estas primitivas pueden definirse operaciones para
cada tipo abstracto en términos de las operaciones asocladas a los
tipos usados en su representacion. Un ejemplo es la definicion de
la operacién que toma cabeza de una lista genérica:

define hd Ax. case CrepClistd Cz. faild Cz.fst 2D

L.a rconstante —nhd- se define como una abstracelén funcional,
que espera un argumento —x- que debe ser una lista (der'inida como
en el ejemplo anteriord. Las listas se representan por unlones,
por lo cual la expresién -repClist) x—- es, © bien el objeto €3
Cunico del tipo 1), © bien un par. Para discriminar entre objetos
de una unidén se usa la construccidn case. .

La semintica de -case d X.e& y. f- es como sigue: d es un
objeto de una unidn disjunta A U B. Se aplica una de las dos
abstracciones —Ax.e & Ay.f- a d segun éste pertenezca a A © B,
respectivamente. EI orden entre los operandos de la unidén es,
pues, relevante para interpretar case.

En el ejemplo, cada uno de los tres operandos de case se
enclerra entre paréntesis, para distinguirlos. Si -repClistd x- es
() entonces le seri aplicada la abstraccién de resultado constante
Jatl, gque  es Uuna expresion convencional de error agregada al
conjunto de valores. En otro caso, la representacién de x es un
par, del cual s& Loma el primer componente, qué es precisamente la
cabeza de la lista. )

A cada tipo abstracto puede, como se ha dicho, asocliarse una
lista de definiciocnes como la anterior. Puede imponerse que las
primitivas abs ¥y rep s6lo sean usadas en €l alcance ‘de with,
dentro de la definicion del tipo abstracto, con lo cual las
operaciones definidas para e¢ste esconderian su representacién.
Esta es la propiedad de encapsul amiento en las definiciones de
tipos abstractos. .

El efecto de las definiciones €s esencial mente modificar el
contexts en que se computan los téerminos evaluables. Para
especificar este efecto debe darse significado a una secuencia de
expresionss del lenguaje. Esta secuencia puede pensarse como una
abstraccidén de un rciclo del estilo YRead-Dual =Frint®. Aqul se
define como una sesidn: )

L Sesiones] .

SESS = HESS*
[ Mensajes] :
MESS = CNST-DEF U TYPE-DEF U E-TERDNM

Ahora puede definirse formalmente la semantica del lenguaje
pero previamente se presentaré el formalismo a ser usado. :
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2.2 Formalismo de especificacidn.

Para dar la semantica del lenguaje podria usarse semantica
denotacional C(como en Milner 2800 o de reducciones (comc en (Holm
@s)). Agqui se prueba como alternativa una variante en el estilo de
la semantica natural presentada en (Kehn 871 como un lenguaje para
definir uniformemente semintica y sistemas de tipos. Yy aplicada de
esa forma en (CL6DDK 86 ‘La aproximacién natural supera a la
denotacional en claridad y en la abstraceién ganada al definir el
cistema de tipos. No es incompatible con la especiflicacidn de
calculo de reducciones como en (Holm @91, Como ella, es
operacional, en el sentido que especifica un procedimiento para la
computacion de las expresiones Yy estructural., en el sentido que
sigue la estructura de las expresiones. En el capitulo 4 el
formalismo elegido es evaluado en relacion  al enfoque de
reducciones.

La idea general en la semantica natural es construir sistenas
de deduccidn que caractericen predicados a ser definidos sobre una
clase de expresiones. Por ejemplo, la evaluacidn de una expresion
E a un walor v, realizada en un contexto p puede caracterizarse
por un predicado de la forma:

o HE=v
llamado un secuente.

En el casoc anterior, el valor de la expresion E puede
depender no sdélo de la forma de E sinc de valores asocliados a
ciertos objetos sintacticos que ocurren en E (en general,
jdentificadores). Los contextos representan, precisamente, la
referida asociacién entre dichos objetos sintacticos Yy valores.

Una especificacion en este formalizmo debe interpretarse como
un sistema de deduccién, en el que se pretende verificar si
aserciones como la anterior son fLeoremas. El sistema de deduccidn
ce define dando axiomas y reglas de inferencia.

Las reglas de inferencia Son de la forma:

71 . ..fl\nC::,‘C;m

I'

es decir, constan de un numerador y un denominador. El primero es

un conjunto no ofdenado de secuentes -Ii— (premisasd ¥y uUn canjunto
de fermiulas -o)- Ccondiclones que Aeben verifilcarse para aplicar
la reglad.El denominador es un secnent e llamado la e lashon de
la regla.

Los axXiomas pueden verse oomo reglas sin  numerador. Una

espect flcaclon €S un conjunto no ordenado de reglas.

Para especificar semantica de un lenguaje como =l conslderado

ce usaran. en general, reglas de la forma:
©r = E1 == vt pn - En = un
p}—E—-‘f('L)l,...‘ur\-)

y, por supuesto, axiomas:
e F—E = v
Evaluar una expresién e en un contexto p significa, con esta
csemantica, encontrar una demostracién de
e e =

para algun wv.

Con esto en mente, lag reglas con premisas pueden
1nterpretarse como sigue: para evaluar E en p, evaluense Ei,....,En
en pi,....pn y apliquese f a los resultados obtenidos. Los axiomas
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correcponden & exXpresiones que pueden evaluarse 5in
ulteriores calcul os. Esta interpretaci16n da el

operacional de la especificacidn.

11
= Op
B

o
>N
¥ =

0
o
(L
-

Los secuentes y condiciones en semantica natural son formulas
‘deun lenguaje de’ primer orden, de modo que, para construir la
especificacién requerida, debe darse una sintaxis para contextos,
expresiones y valores. Mas aun, simbolos comc f en las reglas de
arriba son constructores sintacticos, en el caso, de valores.

En este Lrabajo se usan sobre contextos y  exXpresiones
funciones gque  no  son constructores sintacticos Yy que son
especiflficados separadamente. Esto se aparta de la semantica
natural pura pero simplifica significativamente la especificaciénﬁ

Se usaran Lamblén algunas convencliones de modul arizacidn: una
especificacidn puede recibir un nombre .y ser referenciada por &l
en lz consiruccidn de otras especificaciones. Esto. se indica
eseribiends el nombre de la especificacidn referenciada como
superindice del simbolo |—

La semantica del lenguaje considerado se da en la seccion
siguiente. :

2.3 Semsntica formal.

Primeramente se definen los contextos, expresioneés Yy valores
sobre los que se construira la especificacion.’

Por supuesic, las expresiones a ser consideradas seran =n
este caso los menssjes y sesiones del lenguaje. l.a evaluacidn de
una expresidén sera caracterizada por una regla que, © bien es
axioma, o bien Liene premisas que. representan las evaluaciones de
las expresiones componentes de la original. Esto muestra la
mondiclién estructural de la especificacion. Los valores seran un
subconjunto de las expresiones del lenguaje.

Por su parte, los contextos para la evaluacion de mensajes Yy
sesiones deben reflejar el conjunto de constantes y tipos que las
suresivas defintcionss 1ntroducen. Fara esto se delinen:

[Contexto de Constanties)

y = CNST-CNTRT sii

' yo CINST 4» E-TERM
= dada comoe conjunto de pares
[Comtexto des Troos]

T = TYPE-CNST
L
(Contexto de Constarles y Iipos)

o e CU-CINTRT sii

o € CHST-CNTRT ~ TYPE-CNTAT

Ademas de estas definiciones se usaran, como se ha dicho,
algunas operaciones sobre contextos y expresiones Jque nNo  SoOn
constructores sintacticos. En particular, clertos contextos son
representados por funcilones parclales dadas por extensién. Sobre
éstas se usara:
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[Union]
x U a,o>>
donde x es una funcién parcial dada por extension
si <a,cr € x entonces se sustituye por <a.bd>
]
[Selector]
wad esta definido st 3 <ea,b> € x ¥, en ese caso,
denota b

Ahora pueden presentarse las reglas (resuml das) que definen
la evaluacidn de los términos evaluables. La ‘especificaciédn es
llamada TermEval.

TermEval

Se definen predicados de la forma:
p e —=v
donde o es un contexto de constantes y tipos,
e ¢ E-TERM U FOX
v € E-TERM

Yy
FIX = <fix x ¢, con x € VAR, e € E-TERM U FIX>

En lo que sigue, ¢ € CNST, x.y € VAR,
d,e, f.g € E-TERM
n e {1,2,...

[Términos Carndnicosl

o |- Ax.d - AX.d

¢ {— true - true

oy false = false

o +— num n =) NUM Nt

e — O - (I

o — pair d e - pair Jd =
o — inl & - inl d

o inr & - i o

o (- abs(I> d - abs(TD d

[Constante]
. CpaTr = pled = v

A S A
[Aplicacion]

e b d = Ax.f o | lelx)f = v

P tded =
[Aritmeéticas)
[ 1 gualdad)
p Fd—=numm e = e = numn

o '— + d e =p sUM (m, 1D
[Ldgicas]
p |- d — false

¢ |- and d e — false

e00 000
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o e = false

'p = and d ¢ = false

& b @ =+ true p e = true

o - and d ¢ — true

(...
[ Selectores de Pares Ordenadosl

g b d — pair e f P e =>wv

p = fst d = v

o — d = pair & f e/ =w

£ b snd d = v

s minader de Unitones Dusjuntas)

&

2

o = @ =sinl g p | [dixle = v

pf—casedx.ey.f—)u

T

= ¢ = inr g P = (diylf = v

o . . b case d »x.e y.f = v
[lonaicional]) :

£ [— d = true o e -

o - ifde f=w

i
1
|

o b d — false P = F =

g - if de / — v

Uefinicion de Constante Locall
Sp U e, fix xc xcerry T2 f=d ==

{y,77 }= local ¢ e in d = v

= QTOV (C,<, Xee = CTOV (& ,&)

[fix x & Ix]l€ w= v

i . ;:fr—-fix):e—yv

ae Tipos Absiractos)
— & ==+ abs(TD /f pat> b = | Terx

CynTr - replT) & e v

Lze primerzs reglas son axiomas. Corresponden a terminos que
denctan ellos mismes su propio valor. Usando termindlogia de
reaucclones se denomina z ¢slos, términos candnicos. De hecho los
terminos cansénicos definen el conjunto de valores posibles de las
términos evaluables., Es ‘decir, si un término evaluable puede
evaluar a v en cualquier contexto, entonces v es un término
canonico, segun se deduce facilmente de las formas de las reglas.

El siguiente caso corresponde a las constantes definidas. La
evaluzcidn de una constanle se expresa como la evaluacion del

1
i

(3}
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término...evaluable asociado a ella por la definicidén que la.
introdujo. Esta asociacién debe estar definida en el contexto de
nconstantes. : .

Luego se define la evaluacién de una aplicacion funcional:
se evalua el operador de la aplicacién que debe resultar en una
abstiraceidn funclional. Luego se evalua el cuerpo de la abstraccion
resultante, donde las -ocurrencias del argumento nominal son
sustituidas por el operando de la aplicacién. Se usa la
susiiiucien en términos evaluables, definida como en el cdlculo A.

Claramente, la regla de la aplicacion representa la regla f3
del calculoc A. Desde que el operando de la aplicacién no . es
evaluado, se estz sugiriendo una evaluacién en orden normal. De
hecho, la  intencidn es que la especificacién admita una
implementacién con estrategia de evaluacidn perezosa (Ylazy'd.

Las reglas Ariiméticas y de Igualdad corresponden a las
evaluaciones de los correspondientes términos evaluables C(ver
sintaxis) y son todas analogas z la de la suma. Los operandos
deben ser evaluados a numeros Yy Se uUsa uUna primitiva suUM <on
operandos numeros y la semantica habitual de lz suma. Las otras
reglas se omiten para ahorrar espacic.

Las reglas de evaluacidn llamadas Ldgicas no son. en
principio, muy diferentes de las anleriores. Sin embargo, se hace
notar en este caso la intencién de 1mplementar. una estrategia de
evaluacion perezosa, desde que se evaluan s¢lo los operandcs que
sean necesarios para determinar el resultado de la operacion.

Las reglas para Selectores de FPares Ordenados son bastante
autoexplicativas. El operande en ambos casos debe ser evaluado a
un par y el resultade de la operacion original es el operando
del constructor de pares gue corresponde z cada proyeccion.

Las reglas pzara el Discriminador de Uniones Disjuntas
formalizan la explicacién dada mas arriba. Se omite, pues, mayor
detzallie.

Las reglas para

(ondicional son también bastante obvias.
Nuevamente se hace n la estrategia perezosa de evaluacion.
Mas interesante la evaluacion de las definiciones locales.

En local ¢ & in # e delfing 13 constante < como una abreviatura

pare el teéermino evaluable &, lo cual debe considerarse al evaluar -
4. El téermino e puede contener ocurrencias de la constante c¢. lo
cuzl puede interpretarse, o bien como una definicion recursiva o
bien como una redefinicion de <. En este ultimo caso, las
ocurrencias de < en € se inuerpretan como asociadas a un clerto

férmine evaluazble segun una definicion anterior. En los lenguajes
que admy ten ‘esta interpretacion, existen dos formas de
Adef:niciones locales Ce). : let vy letrecd para indicar expresamente
cada caso. Aqui se toma la decisisn de considerar un dnico tipo de

definicion que es, en general, recursiva, con lo cual se impide
que una constante sea redefinida usando una definicidén anterior,
por conslderarse gue esta practica no es consistente con el estilo
puramente aplicativo.

Para conseguir el objetivo mencionado debe considerarse a ¢
definida como puntc f1jo de una abstraccién de la forma Ac.e. Esta
ultlme expresién no esta bien formada, sin embargo, puesto que el
argunento de unz abstraccién debe ser una variable y no una
constante. La funcién crov se usa para solucionar este problema.
Su especlficacidn es:

crov «¢,e = [xcicle
donde ¢ € CNST, « « E-TERM, xc¢ € YAR, x¢ no ocurre en-e.

@s decir, las ocurrencias de la constante ¢ en e son sustituidas
por une variablé ne usada xc.

Usando crov puede expresarse la definicion de la constante c¢
coms punto '1jo de Axc. xce donde X¢ = CTOWC,C) y XCe = CTOoVC.é.

Le construccrén fix x e es usada con el propésito de
representar el punte fijo de Ax.e. No pertenece a E-TERM desde que




no puede ser usado directamente en las expresiones del lenguaje,
de donde surge la necesidad de definir FIX aparte de E-TERM, como
se hizoc en la especificacidn.

Finalmente, aparece la regla para evaluar el destructor rep
de un tipo abstracto 7. Este debe estar definidc en el contexto de
tipos, lo cual se impone como condicién para aplicar la regla. El
operandc de rep(7> debe ser un objeto de tipo T construido por
abs(7) aplicado a una clerta representacidon f. La evaluaciédn del -
término original es la evaluacidn de f.

Esto completa la explicacién de las reglas de evaluacién de
términos evaluables. Deben considerarse también las definiciones,
las cuales afectan los contextos de evaluacién. Come ya se dijo,
esto se expresa dando seméantica al concepto de sesién, por medio
de la especificacion SessEval:

SessEval

Se definen predicados
) P s =>v
donde p es un contexto de constantes y tipos,
s € S5ESS )
v € SESS

“[Sesion Vactal
1) = ()

(Definicidn de Constante Globall
<y U e, fix xc xce>y 7> |~ & = s°

<y T |— [define ¢ e 5] > s
(xXe = CTOV «€,C), XC& = CTOV (&, &)

{Definicion de Tipo Abstractol
<. v UATY |—cdefligt o 5 = s’

<p,Ty |- labstype T C(Xlist) ® Tterm with cdéflist | s] — s°

[Término Evaluable]
TermEval

pl——— = v

P k— leis) = (915]

.La primera regla es el uUnico axioma de esta especificacion y
corresponde a la sesidén vacia que es la uUnica forma candnica Cy
valor posibled de sesidn. :

La siguiente regla se¢ aplica a una sesidn cuyo primer mensaje
es una definicldn de censtante global. El tratamiento es analogo
al explicado antes para las constantes locales: se agrega al
contexto de constantes un par que define como expresidn asoclada a
la constante al punto fijo del iLérmino evaluable indicado en la

- definictédn: Luego, por- un tratamlento usual para secuencias, se
evalla el resto de la sesidn en el nuevo contexito.

La reglae para las definiclones de tipos abstractos tiene una
interpretacidédn similar, . aunque parezca mas conpleja. La
constante de tipo definida es incorporada al contexto de tipos y
la evaluacién continla sobre el resto de la sesién, prefijada con
la lista de definiciones de operaciones para el tipo introducido.
Esto se nota por o. S '

Finalmente, cuando el primer mensaje de la sesion a evaluar
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es un término evaluable, se intenta dar valor a ¢ste usando la
especificaciédn TermEval para proseguir con el resto de la sesion.
Con esta especificacién puede interpretarse la evaluacién de
una sesidén s como la busqueda de una demosiracién para el
secuente:
K, |- s — v, para algun v
es decir, iniclada con contextos vacios.

Nétese que no cualquier predicado p k— E = v podra ser
probado, ya sea en una u otra especificacién. De hecho, las
alternativas son tres: la prueba puede tener éxito (dando lugar a
la evaluacidén de la expresiédnd o bien fallar o ser infinita.
Ejemplos de las dos ultimas alternativas son las evaluaciones de
los términos evaluables

if Ax.x d ¢
y local ¢ ¢ in ¢

Las evaluaciones fallidas son las de términos evaluables bien
formados pero sin significado. Las evaluaciones infinitas
corresponden a programas que no terminan. De la especificacién
SessEval puede verse que la evaluacién de una sesién falla o es
infinita sii falla o es infinita la de algin término evaluable de
la sesién. ’

Precisamente, para impedir la evaluaciédn de términos sin
significado se introduce la nocidén de tipo. El sistema de tipos
que se definira en el capitulo siguiente caracleriza expresiones
del lenguaje con significado.

3. Sistema de Tipos.

3.1 Especificacidn.

La intencioén en este capitulec es definir sistemas de
deduccidn andlogos a los del capitulo anterior para asignar tipos

a-las expresiones--del lenguaje.
Primeramente se definen los tipos del lenguaje.

(ﬁtTtpos]
t € TYFPE sii

t =1 ' [(Trvpo de un elemento)
bool | [ Boolearno]l
number | [ Numerol
A — B [ Fupcionl
A x B (Productol
alUue [Unidn Disjuntal
TCTlistD [Abstractol

donde A,B € TYWPE, T € UVYPE-CNST, Tlist € TYPE%
]

La asignacidén de tipo al cuerpo de un término evaluable que
introduce variables ligadas dependerid de hipétesis sobre los tipos
de estas variables.

Por este motivo se da la siguilente definicion:

[Contexto de Variables]
Es una funcidn parcial
e : VAR ++"UWWE
dada por extensidn.

|
L.
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También se modifica la nocion de contexto de tipos. asoclando
a cada constante de tipo introducida el término de tipo que
. .especifica su representacién y la lista de variables de tipo de la

que éste depende.

[Contexto de Tipos)
Es una funcién parcial
7 : TYPE-CNST = CTUYPE-YAR#* x TYPE-TERM
dada por extensidn.
=

[Contexto de Inferencia de Tipos]
Es un par [ = <(p,p> donde
o es un contexto de constantes y tipos
¢ es un contexto de variables

Sobre los nuevos contextos definidos se usan las mismas
operaciones del capitulo anterior. Los pares miembros de un
contexto de variables son notados x: A.

Ahora puede darse la especificacién de la asignacién de tipos

a términos evaluables, llamada TermType:

Termiype .
Se definen secuentes de la forma
r [—— e: A
con ¢ € E-TERM, 4 € TYPE
En lo que sigue ¢ € CNST, d,e, f € E-TERM, x,y € VAR
A,B,C € TYPE, T € TYPE-CNST,
Tterm e TYPE-TERM, Xlist « TYFPE-VAK*

{Un Elementol o o:1

[ Booleanos]

r true: bool
r l: false: bool
[ Nameros)

: r = num n: number
{ Abstraccion Funcionall

<orp UXx:dy> |— d: &

<o.p> = A d A~ B

rl——d:A l"|»——¢?'.8

F|—pair-de:Ax6’

[Constructor de Fares)

[Constlructores de Uniones Disjuntas])
r l— d: A

r|—1n1d:AUB

r }—d:B

' —inr d : AU B

[Constructor de Tipos Abstractos])
<<y,To,p> = d : [olTterm | 7<T> = <Xlist,Tterm>

Ky, tr,p> |— abs(Td d : TClolXlistd

Co: TYPE-YAR — .TYPED

s e e v o0

140-



[Variablel

lecx> = A
(o> |— x4

<<y, T, 0> = rCed: A

[Constante]

<y T 0 = c: 4
[Aplicacidn]
r l-— d: A—B r }—— e A

rh-«de> : B
[Aritméticas)
I = d: number I |- e:number

l"}—-l»de: number

[ I gualdad]
r |— d: number r I—— &: number

' }—=4d e : bool
[Logicas]
I' }— d:bool I |~ e:bool

I |- and d ¢ : bocl
[...1
[ Discriminador de Uniones Disjuntas]

Corpy |- A AUB <pp U A |- eiC <pop U (yiBY> |- fiC

{p.p> |— case d x.e y.f : C

[Selectores de Pares)
r |- d: AxB

r};f'sfd:A

r }— e: AxE

Fr b —snd e : B
[Condicionall

' |- d:bool r |- e:4 = /f:4
Ff—if de f : A

[Definicion de Constante Locall
<<y U (<o, fix xc xce>>, >, ¢ |- d:4

Kyt |- local ¢ e in d : 4

(XC = CTOV «€,C), XC€& = CTOV (¢, eV
[Operador de Punto Fijol

<prp U ¢ A3> |- d: 4

<p,pr = fix x d : A
[Destructor de Tipos Abstractosl

<<y, To,p> b= d o TClolXlistd | 7CTD = <Xlist,Tterm>

KLy, ,0> | rep(Td> d : [¢lTterm

Co: TYPE-YAR — TYPE>
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Las primeras nueve reglas corresponden a los tipos de las

formas canénicas (valores de términos evaluables):

 El tipo 1 tiene un unico valor (), true y false son los
valores de bool, y los valores de number son precisamente de 1la
forma num n. Bste establecen los primeros axiomas.

Enseguida se tratan los valores de los tipos construidos
mediante los constructores primitivos de tipos. El primeroc de ellos
es la abstracciédn funcional, que represenia la forma de los valores
del tipo de las funciones del tipo A en el iLipoc B. Puede probarse
que una abstraccién tiene Lal tipo si, asumiendo que su argumento
tiene Lipo A4, es posible probar que el cuerpo tiene tipo B.  La
hipsdtesis sobre el tipo del argumento se registra en el contexto de
variables. )

Las reglas correspondientes a los constructores de pares
ordenados y unicnes disjunias sori bastante intuitivas. Ellas
-definen la formz de los valores de dichos tipes.

La asignacidén de tipo a un término de la forma absC7TD d
merece una explicacidén mas detallada. .

En primer lugar, la c¢onstante de tipo T debe haber sido
definida, loc que equivale a establecer, como condicién de la
regla, que tiene una imagen en 7. Precisamente, T(T) denota el par
formado por el término de tipo que especifica la representacién de
7 -Tterm— y la lista de variables de tipo -Xlisi- que ocurren en
el. El termino d debe ser entonces de un tipo obtenido de Tterm
por instanciacién de sus variables en tipos cualesquiera. Esta
instanciacién esta representada por la funcidn ¢ que es, de hecho,
una sustitucioen de variables por tipos. La aplicacién de o a Tterm
se nota por [olTterm. Finalmente, si el tipo requeridec para d ha
sido probado puede concluirse que el tipo del término original es,
precisamente, la instancia de T .definida por o, es decir
TCLolXlistd,

. Los. tipos_. de las variables pueden probarse si han . sido
introducidos en el correspondiente contexto Cal pretender asignar
Lipe a lz expresidn que introdujo la variable). Analogamente puede
entenderse la regla para las constantes. Existe, con tedo, una
diferencis: en el caso de la constante, no se registra ésta en el
contexto asociada a un tipo sino ‘a4l Cpunto fijo deld término
evaluable que =lla representa. Las consecuencias de esta decision

son comentadas en 3. &.

Del resto de las reglas, las slguientes son comentadas en
detalle, siendo las otras muy intuitivas:

La regla de la aplicacién fuerza gque el operador tenga el
tipo de una funclon y que el operando tenga tipo del dominio de la
misma para dar &l resultado el tipo del codominio.

La del discriminador case introduce variables ligadas. lo
cual es natural a partir de su seméntica.

La regla de las defimiciones locales introduce constantes en
el contexto correspondiente. Véase que se asocia a la constante la
aplicacién del operador de punto fijo al término indicado en la
definicién y no el lipo de éste.

La del operador de punto fijo fix, tambieéen introduce una
variable ;igada y su cuerpo C(naturalmented debe ser del tipo
supuesto para la referida wvariable.

Finalmente, la regla del destructor de tipos abstractos opera
en forma simétrica a la del constructor: si la constante de tipo
involucrada estd definida y el término al que se aplica el
destructor tiene por tipo una instancia del tipo abstracto cbtenlda
por una sustitucién de las variables de tipo, entonces el término
original tiene por tipo una instancia de la representacidén del tipo
abstracto obtenida por ideéentica sustitucion.

Lo que resta es extender la asignacién de tipos a sesiones:
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SessType
Se definen secuentes de la forma

p s
donde s € SESS.
En lo que sigue ¢ € CNST, e « E-TERM,
A « TYPE, T € TYPE-CNST,
Tterm € TYPE-TERM, Xlist € TYFPE-VAR=
ldef € CNST-DEF=*

[Defzntctén de Constante Glodall
<y U e, fix xc xcedy, 1> |— s

<¥,T> |~ [define ¢ e is]
Cx¢c = GTOV .(C,&), XC& = CTOV (¢, @)
[Defintcidn de Tipo Abstractol

Type
T p— (T, Xlist,Tterm <y.t U (KT, <Xlist, Tterwd>>r |— ldefes

<y,T> f— [abstype T (Xlistd Tterm with ldey is]

[Término Evaluablel
TermType

<p,Xrr p———— e: 4 p s
= leis]
p 01

[Sesion Vactal

Las  reglas deben interpretarse como un mecanismo de

velifjtacion de la buena formacién de los mensajes de las sesiones
en relacién al sistema de tipos. De hecho, la sesién s esta "bilen
tipada” si puede probarse en SessType:

LT, > F— s

La regla para la sesion cuyo primer mensaje es una definicidén
de constante global opera introduciendo la constante asociada al
punto fijo del término evaluable correspondiente en =] contexto de -
constantes, para proseguir con el resto. La regla para las
definiciones de tipos abstractos es similar. Se verifica la buena
formacion del término de tipo con un sistema que lupone tipos a
tales términos, llamado Type. No se incluye la especificacidn de
este sistema para ahorrar espaclio. Aqui puede forzarse
encapsul amiento sustituyendo la segunda premisa por:

Cp,t U KT, <Xlist, Tterny> |— ldef O S

haciendo que la definicién de T sélo pueda usarse en el alcance de
with. De hecho, dicha definicién sélo se usa para asignar tipos a
términos en que se apliquen el constructor o el destructor de T,.
lo cual, si hay encapsulamiento, sélo puede ocurrir en el alcance
mencionado.

La regla para términos evaluables deriva la decisidn sobre el
tipado de la sesién a la asignacién de algun tipo al término
evaluable que es su primer mensaje. Finalmente, la sesién vacla
est4a blen tipada.
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3.2 Variables, constantes y polimorfismo.

Le fusnte original de polimorfismo del sistema esta
constituide por las reglas correspondientes a 12 abstraccidn
funcional, aplicacién ¥y variable, es decir, las de asignacién de
tipos al calcule AN purc (Hinsel @dl. Estas reglas imponen sobre
las aplicaciones 1a resiriccién de que sSu operando sea del tipo
del deminio del operador Y S& definen con abstraceidn de cualquier
conjunto de consiantes de tipos que se pueda introducir en el
lenguaje, slendo por esto inherentemente polimsrficas.

Paraz una expresidn COmo: '

‘ AX. X

nmas de ub Lipo puede ser asignado, en particular, cualquiera de la
forma A — A. En las derivacliones correspondientes a una tal
asignacidn. la regla de la sbstraccién funcional introduce la
‘hiptlesis x:4 sobre el lipe de su argumento. El éxito de la
derivacion dependeréd de 1a forma en que el cuerpo de la
abstraccicn restrinia el tipo del argumentc. En el ejemplo, el
cuerpo € . propla verlable. La regla de la variable no impone
ninguna resiriccion & Su propio tipo: puede probarse Jque una
variable tiene cualquier tipo que le haya gsido asociado en una
hipétesis. Esto musstra que cualquier “deduccidn de la Tforma
indicada seri exitosa y tambieén ilustra la naturaleza polimériica
de la regla de la abstraccién funcional.

En el lenguaje presentado se extiende el calculo A con
construcciones adiciconalées para términos evaluables. Algunas de
estas construcciones ~imponen restricciones al iipo de sus
operandos, compertandose  del mismo modo que la aplicacidén en
relacién a la abstraceiédn funcional. Véase, por ejemplo:

Ax. pair (% (4 x C(num 12

La primera ocurrencia de x en el cuerpoc de la abstraccién no
recibe restricciones scbre su Lipo, puesto que pair es polimorfico
en sus argumentos. Sin embargo la presencia de X como argumento de
+ restringe su tipo & number. Como consecuencia, una derivacion
para el término completo sélo tendra éxito si se hace la hipétesis
se: pumber, resultando en la unica asignacion de tipo posible para
el término:

. pair 0 (+ x (num 155 : number X number

Esto muestra que el tipo de cualguier ocurrencia de una
variable en el cuerpo de la abstiraccion que la introduce es
restringids al tipo de la ceurrencia de tipo menos general. Por
supuesto, el razonamiento hecho para las variables de las
abetracciones [uncionales es valido para ~ualquier construccion
que introduzca variables llgadas. .

En principic, puede pensarse que el comportamiento de las
constantes en relacién a los . tipos admite una caracterizacién
anadloga a las de las variables. La idea proviene de que la
cemantica clasica de las declaraclones locales local x e in d es
usual mente dada como equivalente a l1a de (Ax.d @), lo cual podria
extenderse de modo similar a las declaraciones globales.

Sin embargo, debe considerarse que las constantes son nombres
. para . .términos .-.complejos Y- eventual mente polimérficos. St - el
tratamiento en la asignacién de tipos a constantes fuera idéntico
2] de las variables, distintas ocurrencias de la constante x en el
cuerpo d de la declaracion local serian todas restringidas a un
mismo tipo. Considérese:

local id Ax.x in if Cid trued (id num 13 O
Lz constante id representa un: término polimérfico. Tiene
sentido, entonces, que las dos ocurrencias de id en el cuerpo de

la declaracién puedan ser restringidas a tipos diferentes, en
particular: bocl — bool ¥y number — number .

-144-



=4

|
| IN

o

&
4

mpy UT
[
“{24

O ¢

2 1A
A

wue)

<i se tratara la asignacién de tipos de la definicion de

constante como en la aplicacién correspondiente:

(rid.if Cid trued Cid nmum 13 O 2. x3
sz tendria un término 2l que no pusde asignarse tipo. pues no
existiria ninguna hipétesis sobre el tipo de id compatible con los
de sus dos ocurrencias &n el cuerpc de la abstraccidn.

Esto Justifica la distincidn entre constantes y variables
como formas sintécticas y del punto de vista de la asignacién de
Lipos. Las reglas de definiciones locales y globales afiaden al
contexto la constante introducida asociada al términos gque ella
representa. Luego, la regla de la constante convierte 1la
derivecidn de un tipe cualquiera para ella en la derivacién del
mismo tipo para su término ascciado. Si el término es polimériiceo,
‘distintos tipos para distintas ocurrencias de la constantie podran
ser deducidos.

4. Desarrcllos complementarios y conclusiones.
4.1 Propiedades del sistema de tipos.

La culminacién natural del desarrocllo es la demcstracidn de
que el sistema de tipos propuesto es sdlidoe (en el sentido de que
la evaluacidén de una sesidén bien iipada no puede ser falligad vy la
proposicién de un zlgoritmo de inferencia que implemente las reglas
del sistema. En relacién al primer punto. segun lo discutido en 3.1
y 2.3, es suficiente probar que si puede asignarse un tipo a un
término evaluable, entonces su evaluacién no es falllida.

Esto obligs =z caracterizar las demostraciones fallidas de
secuentes p F— e = v en TermEval. Tal caracterizacidén es
engorrosa y conduce a una prueba cuya complejidad es antloga a2 la
de describir un interpretador para el lenguaje. basade en la
semantica dada. En contrapartida, la veriflicacién puede hacerse de
unz forma bastanie direcisz =i la seméniicsz se dz en la forma de un
célculo de reducciones, extendiende la de Holm @31

Obviamente, el sistema de tipos no es completo, e.e. existen

términos evaluables con valor a los que no puede asignharse Tipo. St
el sistema fuera completo podria decidirse si un termino evaluable
Liene o no una evaluacidén fallida. En el sistema presentado pueden
darse casos como:
if true Cnum 12> (4 true O

donde el tercer operande no puede recibir tipe y, por lo tante,
tampoco el términc completo, pero ésle puede ser evaluado a num 1.

Finalmente, el sistema de tipos es decidible, lo cual es obviec
a2 partir de la forma de sus reglas. Pueden especificarse, entonces,
algoritmes de inferencia que implémenten este sistema. En wHolm e
y (cléppk e8¢ se discute este problema para casos mads simples que
el aqui presentadc. El primero presenta un algoritmo en estilo
funcional y el segundo prueba gque el sistema puede interpretarse
como un programa Prolog. Extender estos resultados para el caso de
este trabzjo no es dificil aunque si laborioso.

4.2 Conclusiones.

Se ha definido un sistema de tipos polimérfico para un
lenguaje funcional, en presencia de definiciones de constantes
globales y locales y de tipos abstractos. Este extliende los
resultados de [(Milner 781 Yy IHolm 831 y formaliza construcciones
similares a las de otros lenguajes funcionales.

El uso de sistemas de deducciones para especificar la
semantica del lenguaje provee un tratamiento nitide de los
contextos de constantes y tipos de los que dependen las
evaluaciones de las expresiones. En este aspecto, el plantec es
preferible al de seméntica de reducciones. Sin embargo, con este
altimo enfoque la propiedad de solidez del sistema de tipos puede
probarse facilmente.
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Un algeritmo de inferencia de tipos para este lenguaje hz
sido 1nmplementado usando el lengua)e Scheme. Otras
implementaciones en Frolog son realizables con facilidad a partir
de la especificacidén dada
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